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Figure 1.1: Example of admissible design and design variable in plate thickness optimization problem
この問題では，領域 Omegaにおける板圧 hを設計変数とし，最適化を行う．この領域に垂直に荷重が作用
するとして，以下の線形弾性問題を考える． div(Aru) = f in 






















































Figure 1.2: Example of admissible design and design variable in shape optimization problem
領域 
の境界 @
は以下のように，通常の境界  とノイマン境界条件  N，ディリクレ境界条件  D で構成
されるものとする．
@
 =   [  N [  D (1.6)
このとき，領域 
における線形弾性問題が以下のように表されるとする．8>>>>>><>>>>>>:
 u = 0 in 

u = 0 on  D
@u
@n
= g on  N
@u
@n
= 0 on  
(1.7)












































T = (Id+ );  2W 1;1(Rd;Rd) (1.10)
これを用いて，領域 
を図 1.4のように，領域 
0 と変換 T を用いて以下のように表す．

 = T (
0) = (Id+ )(
);  2W 1;1(Rd;Rd) (1.11)
ここで，Idは単位元を表し，十分小さな  に対し，(Id+ )は Rd 空間における微分同相写像となる．
x
Ω0 ( I d +θ)Ω0
x+ θ(x)










) + J 0(
)() + o() with lim
!0
jo()j






  nにのみ依存するので，以下の補題が成り立つ（図 1.5参照）．
xΩ0
( I d +θ)Ω0 n(x)
θ(x)
x+ θ(x)








)(1) = J 0(
)(2) (1.13)
ただし，1;2 2W 1;1(Rd;Rd)は 2   1 2 C 1(Rd;Rd)かつ以下を満たす．
1  n = 2  n on @
 (1.14)
補題 1-3 




















(x)  n(x)(x)ds (1.16)
補題 1-4 
































































v  nds (1.21)
ここで，v は式 (1.20) のように目標関数に依存する関数である．この結果をふまえ， を以下のように設定
する．




t = (Id+ t)
 (1.23)









また，この定式化において，関数 v の滑らかさが保障されていないため，式 (1.22)において， が不連続
になる可能性があり，このことが数値計算の妨げになる場合がある．そこで，関数 v の滑らかさを保障するた
め，例えば次式を用いて v を L2 空間上の関数から，H10 空間上の関数に変換する方法がある．   = 0 in 


















 = 0 () x 2 @
 \D
 < 0 () x 2 





存在しないことを表す．このレベルセット関数  を用いて，領域 
 の法線ベクトル n は r =jr j と表さ
れ，その曲率 は divnで表される．nや は理論的には境界のみで定義可能だが，レベルセット法において
は，領域 
全体で定義可能である．ここで，領域 D n 
に非常に弱い材料が存在すると仮定すると，弾性テ
ンソルは以下のように表される．













 div(Ae(u)) = 0 in D
u = 0 on @DD
(Ae(u))n = g on @DN
(Ae(u))n = 0 on @D0
(1.29)
さらに，この境界が仮想的な時間 tで変化すると考える．最初に，レベルセット関数の定義より，
 (t;x(t)) = 0 for any x(t) 2 @
(t) (1.30)
この式を tで微分して，領域境界の法線方向の速度を V (t;x)とすると，
@ 
@t
+ _x(t)  r = @ 
@t
+ V n  r = 0 (1.31)




+ V jr j = 0 (1.32)
このハミルトン-ヤコビ方程式は，最適構造の境界 @

















v  nds (1.34)
関数 v は例えば式 (1.20)のように計算される．ここで，法線方向 n，平均曲率 H，状態変数 u及び随伴状態
pが領域D全体で定義されるため，関数 vも領域全体で定義される．Dにおける を以下のように定義する．
 =  vn (1.35)














Figure 1.6: Example of domain hole nucleation is addmisible




























Figure 1.7: Homogenization of a microstructure
均質化法を最適化に導入する最初の試みはフランスで Murat と Tartar[76, 106]，ロシアで Cherkaev と
Lurie[40, 63, 64]，アメリカで Kohn と Strang[56] によって行われた．それらの理論の数値計算法としての






において，以下の弾性テンソルAとB を持つ，等方性の弾性体 Aと Bが複合材料として混在して
いるとする．















ここで，A と B は横弾性係数，A と B は体積弾性係数，I4 と I2 はそれぞれ，恒等テンソルと恒等マト
リクスである．ただし，各弾性係数には次の関係が成り立つとする．
0 < A  B ; 0 < A  B (1.39)
このとき，ラーメの定数は以下で表される．
A = A   2A
N




 において，相 A が占める位置においては (x) = 1 となり，相 B が占める位置においては
(x) = 0となる特性関数を導入すると，領域中の位置 xにおける弾性テンソルは以下のように定義される．




における状態方程式は以下で表される． div(Ae(u)) = f in 

u = 0 on @

(1.42)
ここで，u(x)は変位ベクトル，e(u)は e(u) = (ru + (ru)T )=2で表されるひずみテンソルである．
A(x)は L1(







[(xgA(x;u(x)) + (1  (x))gB(x;u(x))]dx (1.43)








f(x)  u(x)dx (1.44)
ここで，特性関数 は L1(
























n!1J(n) = inf J() (1.47)
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式 (1.45) と式 (1.46) で表される最小化問題が少なくとも一つの解を持つためには，以下の条件を満たす，
(n)n1 の補数列が存在し，その極限が以下のような条件を満たすことが必要である．
limn!1 n = 1
limn!1 J(n)  J(1) (1.48)
式 (1.47) と式 (1.48) を満たすには，(n)n1 がコンパクトであり，J が連続である必要がある．しかし，
(n)n1 については以下の式が成り立ち，
knkL1(




)空間で極限 1 に弱収束する (n)n1 の補数列
が存在する．この極限 1 は通常，特性関数ではなく連続関数となる．
捕題 1-5　K が Rp 空間の捕集合のとき，L1(
;K)空間の弱閉包 (weak closure)は L1(
;K)と
なる．ただし，KはK の凸閉包である．













































u * u in Lp(
) (1.51)
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捕題 1-6　 (u)>0 が Lp(
) 1 < p  +1空間での有界な数列のとき，即ち の値によらず以下の
式を満たす定数 C が存在するとき，
kukLp(
)  C (1.52)
Lp(
)空間において 1 < p < +1のときは uに弱収束，p = +1のときは*弱収束する補数列 (u0)0
が存在する．
また，W 1;p(




捕題 1-7 (Rellichの定理)　 (u)がW 1;p(
)(1  p <1)空間での有界な数列のとき，Lp(
)空
間で uに強収束する補数列 u が存在し，それはW 1;p 空間では uに弱収束する．
これは，二次元の場合はソボレフの埋蔵定理よりW 1;p 空間は Lp(
)空間にコンパクトに埋め込まれること
により証明できる．
以上の弱収束の概念を線形弾性問題に対して適用する．MsN を N 次元実数正方行列の空間とし，M4N を
対称行列に作用する次の 4階の対称テンソルの空間とする．
M4N = fA = (aijkl)1i;j;k;lN jaijkl = aklij = ajikl = aijlkg (1.53)




M 2MN such that M    jj
2







;M;); ! 0を考える．このとき，荷重ベクトル f 2 H 1(
)N を用いて，線形弾性体
の釣り合い式が次のように成り立つ． divA(x)e(u)(x) = f(x) in 





)N 空間で定義される変位ベクトル，e(u)は e(u) = 1=2(ru+(ru)T )で定義される，
L2(





Ae(u) : e() = hf ;iH 1;H10 (
)N 8 2 H10 (
) (1.56)
f が滑らかで，L2(






ここで，式 (1.56)の を u で置き換えると，A が強圧なので以下の不等式が成り立つ．



















;MsN ) 8 2 H10 (
)N (1.58)
また，式 (1.58) の逆も成り立つので，jje()jjL2(
;MsN ) は H10 (
)N 空間における通常のノルム jjjjH10 (
)N
に等しい．これらにより，Lax-Milgramの定理を適用し，式 (1.55)と式 (1.56)は唯一の弱解 u 2 H10 (
)N
を持つ．さらに，この解について次の予想ができる．












N においても補題 1-6が成り立ち，H10 (
)N 空間で uに弱収束する．同様に，弾性テンソル A につ
いても有界なので，応力テンソル列  = Ae(u)も L2(
;MsN )空間において有界であり，L2(
;MsN )で
 に弱収束するような補数列  が存在する．均質化法を適用する目的はひずみと応力とのそれぞれの収束限
界における関係を求めることにある．
以上の議論を含め，H-収束の定義を以下のようにまとめる．
定義 1-8　任意の f 2 H 1(
)N に対して，次式が解数列 (u)を持ち， divA(x)e(u)(x) = f(x) in 











;M;)空間に属する弾性テンソル列A(x)は H-極限A(x) 2M; に H-収束すると言う．
ただし，uは以下の式の解である． divA(x)e(u)(x) = f(x) in 









この H-収束の概念を等方性の弾性体 A と B の複合材料問題に拡張する．それぞれの材料の弾性テンソル
AとB は対称で正定とし，このような正定対称テンソルの集合を T sN として，以下を定義する．
定義 1-10　  2 L1(
; f0; 1g)を特性関数列とし，A を次式で表されるテンソル列とする．
A(x) = (x)A+ (1  (x))B (1.63)
さらに，次を満たす  2 L1(
; [0; 1])とA 2 L1(
; T sN )が存在するとする．
 * (x) in L1(
; [0; 1]) (1.64)
A(x) H-converges to A(x) (1.65)
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このとき，H-極限であるA は，弾性体 Aと Bがそれぞれ  と 1   の割合で混合され，マイクロ
ストラクチャが特性関数列 ()>0 で定義される複合材料の均質化弾性テンソルである．
ここで，A はマイクロストラクチャの形状とそれぞれの材料の含有割合に基づき定まる値だが，その取り
得る値の範囲を明確にする必要がある．H-収束理論に基づき導出された A の値の閉包を G-closureと呼び，





; T sN ) j
9 satisfying (1:64)




場合を考える．このとき，定数  2 [0; 1]に対し，周期的なマイクロストラクチャの均質化により得られる H-
極限の集合で構成される T sN )の補集合を P とするとし，その特性関数を次のように定義すると，Z
Y
(y)dy =  (1.67)
P に属するA は以下の二次形式で表される．




((y)A+ (1  (y))B)( +rw)  ( +rw)dy (1.68)
ここで，弾性問題の場合は，は定ひずみ，wは変位ベクトルで，周期関数 Y のソボレフ空間H1#(Y )に属す
る．よって，P は以下のように定義できる．
P = fA 2 T sN dened by (1:68) with (y) satisfying (1:67)g (1.69)
この P の閉包により，G は定義できる．
G = P  (1.70)
これを用いて，G は以下のように再定義される．
定理 1-11　任意の関数 (x) 2 L1(

























)N 空間に属する． div(Ae(u)) = f in 






)N は体積力で，A = A+ (1 )B は弾性テンソルである．補題 1-5より，特性関数列
の弱収束極限は [0; 1]の値をとる密度関数  になる．さらに，異なる材料 Aと Bによって構成される複合材
料の弾性テンソルはこの密度関数の関数になる．許容可能な設計案はこれらの密度関数と弾性テンソルによっ
て表され，その集合を CD と表記すると，以下のように定義される．
CD = (;A) 2 L1(













)N 空間に属する． div(Ae(u)) = f in 









定理 1-12　最小化問題 (1.78)は以下の点において，最小化問題 (1.45)の緩和された問題である．
1. 問題 (1.78)には少なくとも一つ解が存在する．
2. 特性関数で表される元問題の最小化数列 n は L1(
; [0; 1])空間で密度関数  に弱収束する．さ
らに，それに対応する弾性テンソル A = A+ (1  )B は (;A)が最小化作用素になるよう
な複合材料の弾性テンソルA に H-収束する．
3. 反対に，J の全ての最小化作用素 (;A) 2 CDは，原問題の最小化数列 n によって到達される．
すなわち，は n の L1(
; [0; 1])における*弱収束極限であり，A はA = A+ (1  )B の
H-収束極限である．
1.5.3 最適化問題の緩和






















f(x)  u(x)dx = min
2L2(





































B 1  A 1 1 + fA(e) (1.83)
ここで，fA(e)は 4階の非正定の対称テンソルで，任意の対象行列  を用いて，以下のように表される．
fA(e)   = A     1
A
jAej2 + A + A
A(2A + A)

























(b) A simple rank-2 laminate
Figure 1.8: Example of laminates
また，Hashin-Shtrilmanのエネルギー境界理論 [47]より，以下の補題が成り立つ．
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補題 1-13　A が G に属する等方性の均質化弾性テンソルで，以下のように定義されるとする．







このとき，弾性係数  と  は以下を満たす．
1  
   A 
1





B    
1






2(   A) 
1
2(B   A) +
(N   1)(A + 2A)
(N2 +N   2)A(2A + A) (1.90)

2(B   ) 
1
2(B   A) +
(N   1)(B + 2B)
(N2 +N   2)B(2B + B) (1.91)
以上の条件は，rank-pの等方性材料の積層複合材料について，p  (N + 3)(N + 2)(N + 1)N=24を満
たすとき，自動的に満たされる．これに従うと，N = 2のとき，p = 3が，N = 3のとき，p = 6が最
適値となる．
この条件を補ひずみエネルギーに拡張して，以下の定理が成り立つ．














2i : i  
 
A 1  B 1 1 i : i  (1  )gc(1; :::;p)# (1.92)
ただし，


















2i : i  
 
A 1  B 1 1 i : i  hc(1; :::;p)# (1.94)
ただし，




fcA(e)i : i (1.95)
また，M = A;B に対して fcM (e)は以下のように定義される．
fcM (e) :  =M :   
1
M
jMej+ M + M
M (2M + M )






A 1i : i 
pX
i=1



























j1j+ j2j ; m2 =
j1j
j1j+ j2j (1.101)





(j1j+ j2j+ j3j)2 if j3j  j1j+ j2j





j3j+ j2j   j1j
j1j+ j2j+ j3j ; m2 =
j1j   j2j+ j3j
j1j+ j2j+ j3j ; m3 =
j1j+ j2j   j3j
j1j+ j2j+ j3j (1.103)
さらに，以上のような積層複合材料によって表される集合を，LD( CD)とすると，
LD = (;A) 2 L1(

























































法（例えば [13, 69, 104]），完全に仮想的な材料を想定し，均質化弾性テンソルと材料密度分布の関係を仮定

























同様に様々な移動境界問題に適用されてきた [17, 26, 66]．さらに，フェーズフィールド法のトポロジー最適化
への適用もいくつか提案されている [18, 23, 114, 115, 118, 119]．しかし，レベルセット法とフェーズフィー
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(b) 1D illustration of phase eld
function
Figure 2.1: Example of domain represented by phase eld function
第一項は平均場理論における干渉エネルギーを表し，第二項は二重井戸型ポテンシャルを表す．図 2.1のよ
うに二つの相にそれぞれ  = 0;  = 1が対応する場合は，井戸型ポテンシャルは f 0(0) = f 0(1) = 0という性
質を持つ．この二重井戸型ポテンシャルは，それぞれの相において，自由エネルギーが極小値をとることを意
味する．しかし，異なる相間で，フェーズフィールド関数が急激に変化し勾配が大きくなることは，第一項の








































































































ただし，"は 0に近い微小な値とする．ここで，W ()は図 2.2(a)のような井戸型ポテンシャルに，アフィン









(b) The double well potential after the
ane translation
Figure 2.2: Ane translation for double well potential
23
この問題の解は以下のように表される．







; f; g)は領域 
で最小の境界 S を有する関数であり，1 は 1(1) = 0となる関数で，図 2.3
に示すような異なる相間でのインターフェースを与える．式 (2.10)において，第一項は を と  に近づけ
る効果があり，第二項は不要なインターフェイス領域に制約を与える効果がある．式 (2.11)の解を式 (2.10)





























; t >> 1 (2.13)
ここで， は二重井戸型ポテンシャルによって定まる定数であり， はインターフェイスの曲率を表す．
二重井戸型ポテンシャルの二つの極小値が等しい場合には， は 0 となり，式 (2.13) は完全な平均曲率
運動を表す．極小値間に差がある場合には，インターフェイス領域におけるポテンシャルの値が小さくな
るような方向に速度  が定まる．このことは，[9, 35, 95] 等で証明されている．各項に関する厳密な証明
は [9] で，異なる時空スケールを導入することで行われている．第一項の  の運動を示す際には，双曲型
スケーリング (x; t) ! (" 1x; " 1t) が用いられ，第二項の平均曲率の項については，双曲型スケーリング




















で定義される [0; 1]の値をとる密度関数で，式 (2.15)におけ
るW は式 (2.10)と同様の二重井戸型ポテンシャルを表す．式 (2.10)と式 (2.13)に関する理論を適用すると，
















元実数空間に属する，体積が一定値 V となる領域 
の最適化問題を考える．このとき，図 2.4(a)に示すよう
に，
を包括するような設計領域 Dを考え，その中の許容される解の集合 Uad を以下のように定義する．
Uad = f
  D such that 
 2 Rd; j











ベルセット法に基づく形状最適化と同様に，設計領域 D 全体にフェーズフィールド関数  を定義し，領域









B を定義し，さらに，領域 D のうち 
A と 
A の間に，微小な厚みを持つ領域  が存在すると仮定し，





A [ ); D n 
  (




 = 1 () x 2 
A
0 <  < 1 () x 2 










D ΩB (φ = 0)
(b) Domain represented by phase
eld function
Figure 2.4: Example of domain representation
以上の定義において，境界 @
















領域 D における，線形弾性体問題を考える．領域 






A if x 2 
A
k()A (0 < k() < 1) if x 2 






定される境界を  N とする．今，領域Dが境界 @Dで完全固定され，領域Dに作用する体積力が 0であると
し，境界  N に分布荷重 g が作用するものとすると，領域 D における線形弾性問題は弱形式で以下のように
表される． Z
D
Ae(u) : e(v)dx =
Z
 N
g  vds; for u 2 V; 8v 2 V (2.21)
Where
V = fv 2 H1(












g  uds =
Z
D















 if x 2 
A
m() (0 < m() < 1) if x 2 
10 3 if x 2 
B
(2.26)
このとき，領域 D が境界 @Dで完全固定された場合の固有振動数問題は弱形式で下記のように表される．Z
D




'k  vdx; for 'k 2 V; 8v 2 V (2.27)
















































jrj2 + f()dx and Per(
A) (2.32)
ここで，f()を以下のように定義する．
f() = H(x)g() +W (x)w() (2.33)
ここで，w()は w(0) = w(1) = w0(0) = w0(1)を満たす関数，即ち等しい極小値を持つ二重井戸型ポテンシャ
ルで，W (x)はポテンシャルの高さを決定する係数である．また，g()は g(0) = 0; g(1) = 1; g0(0) = g0(1) = 0
を満たす関数で，H(x) はその係数であり，この項により，ポテンシャル f() の極小値に差が与えられる．
2.2.3節で述べたように，式 (2.33)においては，領域  において，関数 はポテンシャル f()の極小値が低
い方に変化する．ここで，図 2.5のように，
H(x) = h J 0(x; ) (h > 0) (2.34)
とおき， J 00(x; )の項を無視すると，位置 xにおける の変化は以下のように表される．
t+1(x) = t(x)  (t)H(x)
= t(x)  (t)h J 0(x; )
x 2  (2.35)
ここで (t) > 0はH(x)の値に基づき決定される，の時間 tでの変化量を表す値である．これは，領域  に
おいて，が通常の勾配法と同様に，目標関数の に関する感度 J 0(x; )に従い更新されることを示してい
る．即ち，この定式化により，目標関数の減少が通常の勾配法と同様に議論可能なことを示す．
o φ1
( )( ) ' ,H hJ φ=x x
( )f φ
Figure 2.5: Setting of double well potential
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2.3.4 感度解析
本研究では，前節で述べたように，式 (2.31)のポテンシャルの決定に目標関数 J()の関数 に関する感度























































































右辺の第二項，第三項は等式制約となる式 (2.21)で v = @p@ とした際に等しいので，値が 0となる．さらに，
第四項，第五項は同式において，u = p;v = @u@ とした場合に等しいため，同様に値が 0になる．よって u











































































































右辺第二項，第三項は式 (2.37)と同様に値が 0となる．第四項，第五項は随伴状態 pが以下の式を満たすも
のとすると，値が 0になる．Z
D












e(u) : e(p)dx (2.43)
ただし，随伴状態 pは式 (2.43)を満たす．
続いて，式 (2.28)に含まれる k次の固有値の感度を導出する．随伴状態 pを用いて，ラグランジアン L()
を以下のように定義する．
L() = k +
Z
D















































































































右辺の第五項，第六項は等式制約となる式 (2.27)で v = @p@ とした際に等しいので，値が 0となる．さらに，
第七項，第八項は同式において，'k = p;v = @'k@ とした場合に等しいため，同様に値が 0になる．よって u



































g() = 3(62   15+ 10); w() = 2(1  2) (2.47)
さらに，関数 w()の高さを決定する係数W (x)はW (x) = 10:53H(x)とする．
また，式 (2.20) で表される，領域  における弾性定数には，トポロジー最適化法における SIMP 法
[11, 14, 117]で使用されている，ペナルティ係数 pを定義し，関数 を p乗した値を材料の元の弾性テンソル
に乗じる方法により以下のように導出する．
A = pA (0 <  < 1) (2.48)
また，式 (2.26)で表される，領域 における の値は，を係数とする の線形関数として以下のように表す．
































ここで，nP は時間 nにおける要素 P の の値，VP は要素 P の体積，
P
i は要素 P の境界に関する総和，Ai
は要素 P の境界の長さもしくは面積，dAP は隣り合う要素同士の中心間距離を示す．この式を tについて解
くことにより，各 tにおける の値が導出される．なお，時間 tの更新幅 tは，勾配法における最急降下幅
に相当するため，以下のように更新されるものとする．k 回目の繰り返し計算における関数 の値を k，目















う．いずれの数値例においても，材料のヤング率 E は 1.0，ポアソン比  は 0.3，質量密度 は 1.0とする．
また，式 (2.48) のパラメータ p の値は 3 とする．さらに，式 (2.31) の計算においては，有限要素法による







V e r t i c a l l o a d
Figure 2.6: Design domain and boundary condition for cantilever problem
■初期案が最適形状に与える影響 初期案が最適形状に与える影響について検討を行う．図 2.6の設計領域を
100 200個の正方形 4節点アイソパラメトリック要素で分割する．図 2.7にそれぞれ，穴の個数が 9個と 17
個，39個の場合の初期解を示す．穴の半径はそれぞれ 46と 30，22である．式 (2.31)における係数 は 0.5，




(b) 17 holes (c) 39 holes
Figure 2.7: Initial designs









(a) Initial shape (a) (iteration 100) (b) Initial shape (a) (iteration 400)
 
(c) Initial shape (b) (iteration 50) (d) Initial shape (b) (iteration 400)
(e) Initial shape (c) (iteration 50) (f) Initial shape (c) (iteration 400)














































Figure 2.10: Convergence history of objective function
■パラメータの影響 式 (2.31)における拡散項の係数 が最適形状に与える影響について検討を行う．前例
題と同様に，関数 の設定及び，有限要素法による解析では，図 2.6の設計領域を 100 200個の正方形 4節
点アイソパラメトリック要素で分割する．初期解は図 2.8(c)に示す穴の個数が 39個のものとする．式 (2.34)
における係数 hは 2.0とし，時間 tの最大更新幅 tk は 1.0とした．体積制約は総体積の約 40%と設定し，
式 (2.30)のラグランジュ未定乗数を随時更新した．を 0.5と 1.0の二通りに設定し最適化を行った．
図 2.11 にそれぞれ， を 0.5 と 1.0 の二通りの場合の，繰り返し計算 200 回目と収束が確認された 1300
回目の最適形状を示す．図 2.12にそれぞれの場合の目標関数の収束履歴を示す．を 0.5と 1.0の場合を比
較し，最終的な最適形状で領域のペリメータが大きく異なる形状が得られていることがわかる．これは，式
(2.31)が陰的にペリメータ制約を含み，の値によってその影響が変化するためであると考えられる．また，




(a)  = 0:5 (iteration 200) (b)  = 0:5 (iteration 1300)
(c)  = 1:0 (iteration 200) (d)  = 1:0 (iteration 1300)






















Figure 2.12: Convergence history of objective function
■コンプライアントメカニズムの最適設計 続いて，コンプライアントメカニズムの最適設計に本手法を適用
する．文献 [15]でも用いられているベンチマーク問題を参考にした設計領域を図 2.13と図 2.16に示す．いず
れの場合も，関数 の設定及び，有限要素法による解析では，設計領域を 100 200個の正方形 4節点アイソ







I n put force
2 0
Figure 2.13: Design domain and boundary condition for inverter mechanism problem
図 2.14に図 2.13の設計領域で得られた最適解を，図 2.15に目標関数の収束履歴を，図 2.17に図 2.16の設
計領域で得られた最適解を，図 2.18に目標関数の収束履歴を示す．文献 [15]で示されている例に近い形状が
得られており，また，目標関数の収束履歴から判断しても妥当な形状であると考えられる． = 0:5の場合と
 = 1:0の場合を比較し，剛性問題の場合と同様， = 1:0の場合の方が小さなペリメータの形状が得られて
いることがわかる．
(a)  = 0:5 (b)  = 1:0































Figure 2.16: Design domain and boundary condition for gripper mechanism problem
(a)  = 0:5 (b)  = 1:0

























Figure 2.18: Convergence history of objective function
■固有振動数最大化問題 続いて，固有振動数最大化問題に本手法を適用する．設計領域を図 2.19 に示す．
設計領域の右端中央に質量 104 の非構造質量を設置した．関数 の設定及び，有限要素法による解析では，設
計領域を 100  200個の正方形 4節点アイソパラメトリック要素で分割した．は 0.5とし，式 (2.34)にお
37
ける係数 hは 10.0とし，時間 tの最大更新幅 tk は 1.0とした．体積制約は総体積の約 40%と設定し，式
(2.30)のラグランジュ未定乗数を随時更新した．これらの条件のもと，1次の固有振動数のみを最大化した場




C o n c e n t r a t e d  m a s s
Figure 2.19: Design domain and boundary condition for eigen-frequency problem






(a) 1st eigenfrequency is optimized (b) 1st and 2nd eigenfrequencies are opti-
mized












































































































































































1 if x 2 
d







を仮定する．すなわち，固定設計領域に分布する設計変数 r(x)を，形状関数 Nri (x)(i = 1; :::; n)を構成要素
とする形状関数ベクトルM(x)を用いて，次のように離散化する．








0  r(x)  1 (3.3)
Porous microstructure
Design domain Shape of microstructure
1
r









y(v)TE(x;y)dY for 8v 2 Vy (3.4)
ここで，y はミクロ構造に設定した座標，Y はユニットセルの領域，E はミクロ構造の弾性テンソルで，


































とを想定し，図 3.2 に示すように境界  u を完全固定した二次元の線形弾性体 
e において，境界  t に
表面力 t が作用する場合を考える．さらに，同種の単軸型のひずみゲージが ng 枚，この弾性体の領域

gig ( 





























Figure 3.3: Coordinate system of strain gauge
さらに，ひずみゲージの縦軸方向が最大主ひずみ方向と一致しているとすると，
"xig =




"Xig   "Y ig
2
2
+ (XY ig )2 (3.10)

























"g1   "g2 + "g3   "g4
 (3.11)





















t  ud  (3.13)
よって本最適化問題は，二つの目標関数をもつ多目的最適化問題となる．本研究では重み付き総和法によ
り，目標関数を次式のように定式化する．
f =  wV Vout + wll (3.14)






今，ひずみゲージ式荷重変換器のある点に作用する n 自由度の荷重を，n 個の互いに独立したホイートス
トーンブリッジで検出する場合を考える．S を，各ホイートストーンブリッジの電圧 V を成分とする信号ベ
クトル，F を荷重ベクトルとする．なお，S と F は，n次元実ベクトル空間に属するものとする．荷重変換
器構造の変形が弾性変形である仮定すれば，次式の関係が成り立つ．
S = CsF ; Cs 2 Rnn (3.15)
ここで
ST = (V1; :::; Vn) ; S 2 Rn (3.16)
F T = (F1; :::; Fn) ; F 2 Rn (3.17)
さらに，Cs はひずみコンプライアンスマトリクスで，荷重の作用およびひずみ検出箇所が一定であれば，
このマトリクスにより変換器構造の性能を評価できる．すなわち，このコンプライアンスマトリクスの数学的
な特性値は変換器構造の性能の評価尺度となりうる．そこで，ここでは，内山ら [112]の研究に基づき Cs を
用いた変換器構造の新しい評価尺度を構築する．最初に，評価尺度を導出するため，Cs を次式のように特異
値分解する．
Cs = UssVsT (3.18)
ただし
s = diag (1; :::; n) 2 Rnn (3.19)
Us = (u1; :::;un) ; Us 2 Rnn; u1; :::;un 2 Rn (3.20)
Vs = (v1; :::;vn) ; Vs 2 Rnn; v1; :::;vn 2 Rn (3.21)
ここで，Us，Vs はそれぞれ，n次元実ベクトル空間の正規直交基底 u1; :::;un，v1; :::;vn によって構成さ
れる基底行列であり，直交行列となる．また，1; :::; n は Cs の特異値である．さらに，n個の特異値の中
で，r 個が正の値をとり，
1      r  r+1 =    = n = 0 (3.22)
とすれば，Cs の階数は以下の式より与えられる．
rank (Cs) = r (3.23)
まず，ひずみゲージ式荷重変換器は，入力された荷重に対して出力信号が一対一に対応する必要がある．こ
のとき，式 (3.15)において，信号ベクトル S より，F の値が一意に定まることが必要となる．よって，









jjF jj = max
jjSjj
jjF jj = 1 (3.25)
min
jjCsF jj
jjF jj = min
jjSjj
jjF jj = n (3.26)
ここで，jj  jjは L2 ノルムを表す．さらに，入力荷重ベクトルの真の値を Ftrue とし，それによって生じる信
号の真の値を Strue とすると，式 (3.25)と式 (3.26)より以下の関係が成り立つ．
n  jjStruejjjjFtruejj  1 (3.27)
また，Ftrue の微小変化量Ftrue とそれに伴う Strue の微小変化量Strue を考えると，同様に以下の式が成
り立つ．
n  jjStruejjjjFtruejj  1 (3.28)
この式における，Ftrue と Strue の比は入力荷重の変化量に対する出力信号の変化量の比，すなわち荷重
の検出感度を表す．すなわち，Strue=Ftrue の下限値となる最小特異値 n を最大化することで，荷重の検
出感度を向上させることができる．
一方，出力信号に真の値からの誤差 Serror が含まれ，それに基づき式 (3.15)より導出された荷重ベクト
ルにも真の値からの誤差Ferror が含まれる場合を考える．このとき，式 (3.15)は以下のように表される．
Strue +Serror = Cs (Ftrue +Ferror) (3.29)
このとき，式 (3.28)と同様に，以下の関係が成り立つ．








なお，1=n は Cs の条件数と呼ばれる．この式は，荷重ベクトル F の相対誤差 jjFerrorjj=jjFtruejjが，最









二次元の二軸荷重変換器構造を想定し，図 3.2に示すように，境界  u を完全固定した二次元線形弾性体 
e
の微小境界  t に表面力 tを作用させた場合について考える．さらに，同種の単軸型のひずみゲージが ng 個，
領域 
gig ( 









for u 2 V 8v 2 V
(3.32)
ただし，












"xig = "Xig cos
2  + "Y ig sin
2  + 2XY ig sin  cos  (3.35)
ここで，"Xig，"Y ig，XY ig はそれぞれ，ig 番目のひずみゲージ設置箇所における，全体座標系に関するひ
ずみ及びせん断ひずみである．




























Cs の階数をホイートストーンブリッジの数 nに保持したまま，最小特異値 n を最大化させると同時に，条































(wlq) = 1 (3.39)





gig に含まれない部分を固定設計領域 D とし，












  V U  0 (3.41)
0  r(x)  1 (3.42)Z

e





for u 2 V 8v 2 V
(3.43)
ただし
V = fv = viei : v = 0 on  ug (3.44)
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ここで，g(r)は体積制約を表し，V U は体積（二次元問題では面積）の上限値を示す．さらに，式 (3.43)は弱

















































"hie = Bieuie ; uie =Hie




ここで，Tig は "ghig と "
h
ie










0B@ "g1   "g2 + "g3   "g4...






0B@ A1  A2 +A3  A4...








0B@ A1  A2 +A3  A4...







ものとする．ここでは，節点番号を id (id = 1; :::; nd)とし，要素番号は ie (ie = 1; :::; ne)とする．最初に，
式 (3.15)を有限要素近似した式を次式で表す．
KU = F (3.52)














である．さらに式中のKie，Bu;ie，Die はそれぞれ ie 番目の要素の要素剛性マトリクス，Bマトリクス，弾

































gig に含まれる j 番目の要素の離散化










即ち，感度は，Uie の rid に関する感度を求めることにより導出できる．ここで，要素変位ベクトル Uie と全




























以上，式 (3.52)～式 (3.54)と式 (3.60)より，出力電圧の設計変数 rid に関する感度が得られる．
続いて，多軸荷重変換器構造の最適化における目標関数の感度，即ち，ひずみコンプライアンスマトリクス

































































































































が得られた．以上，式 (3.63)，式 (3.64)，式 (3.65)，式 (3.71)より特異値の設計変数に関する感度が得られる．












重を作用させた．式 (3.14) の重み係数は (wV = 0:9995; wl = 0:0005)，(wV = 0:99975; wl = 0:00025)，

















Figure 3.4: Design domain for example 1
図 3.5にひずみゲージを一枚，箇所 (1)に設置した場合の最適構造，図 3.6にひずみゲージを二枚，箇所 (1)
と (2)に設置した場合の最適構造，図 3.7にひずみゲージを四枚，箇所 (1)～(4)に設置した場合の最適構造を
示す．なお，最適構造は設計変数 r の値から計算される密度分布をグレースケールで表す．即ち黒の位置に
おいては要素が完全に密であり，白の位置においては要素が配置されていないことを示す．また，表 3.1に，
最適構造におけるひずみゲージ設置角度  及び各ひずみゲージの抵抗変化 R，式 (3.12)で求めた出力電圧
Vout，平均コンプライアンス lの値を示す．なお，ひずみゲージ設置角度  は，図 3.3に示す全体座標系とひ
ずみゲージ座標系間の角度である．さらに，図 3.8に各構造における最適化過程の出力電圧のグラフを示す．
このグラフより，いずれの構造においても，最適化の過程で出力電圧が上昇しており，最終的に最適解が得
られていることがわかる．設置されるひずみゲージが一枚の場合には，出力電圧 Vout と図 3.5から，重み係















(a) wV = 0:9995; wl = 0:0005 (b) wV = 0:99975; wl = 0:00025
(c) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.5: Optimal conguration for load case 1 of example 1 (1 strain gauge)
(a) wV = 0:9995; wl = 0:0005 (b) wV = 0:99975; wl = 0:00025
(c) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.6: Optimal conguration for load case 1 of example 1 (2 strain gauges)
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(a) wV = 0:9995; wl = 0:0005 (b) wV = 0:99975; wl = 0:00025
(c) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.7: Optimal conguration load case 1 for example 1 (4 strain gauges)
Table 3.1: Optimal results for example 1
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)
0.9995 0.0005 -38.6 - - - 9.50×10-5 - - - 4.79 2.39×10-2
0.99975 0.00025 -34.7 - - - 1.59×10-4 - - - 8.01 4.49×10-2
0.9999 0.0001 -36.1 - - - 2.52×10-4 - - - 12.70 1.05×10-1
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)
0.9995 0.0005 -35.1 35.1 - - 8.15×10-5 -8.71×10-5 - - 8.21 2.52×10-2
0.99975 0.00025 -36.1 36.0 - - 8.71×10-5 -8.65×10-5 - - 8.75 2.68×10-2
0.9999 0.0001 -39.6 39.6 - - 1.12×10-4 -1.13×10-4 - - 11.31 4.96×10-2
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)
0.9995 0.0005 -37.8 37.9 -44.0 44.1 6.69×10-5 -6.41×10-5 4.80×10-5 -4.88×10-5 11.49 2.33×10-2
0.99975 0.00025 -35.5 35.5 -43.1 44.2 8.79×10-5 -8.77×10-5 7.50×10-5 -7.78×10-5 16.54 3.24×10-2
0.9999 0.0001 -38.7 39.5 -44.9 44.9 1.07×10-4 -1.11×10-4 1.54×10-4 -1.54×10-4 26.34 6.36×10-2
(a) 1 strain gauge
(b) 2 strain gauges








































































































(c) 4 strain gauges
Figure 3.8: History of output voltage of load case 1 of example 1






(a) wV = 0:9995; wl = 0:0005 (b) wV = 0:99975; wl = 0:00025
(c) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.9: Optimal conguration for load case 2 example 4 (1 strain gauge)
(a) wV = 0:9995; wl = 0:0005 (b) wV = 0:99975; wl = 0:00025
(c) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.10: Optimal conguration for example 5 (2 strain gauges)
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(a) wV = 0:9995; wl = 0:0005 (b) wV = 0:99975; wl = 0:00025
(c) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.11: Optimal conguration for example 6 (4 strain gauges)
Table 3.2: Optimal results for load case 2 of example 1
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) ∆ V out (mV) l (J)
0.999 0.001 -40.6 - - - 5.00×10-5 - - - 2.52 1.05×10-2
0.99925 0.00075 -42.4 - - - 5.22×10-5 - - - 2.63 1.16×10-2
0.9995 0.0005 -40.1 - - - 1.18×10-4 - - - 5.93 2.56×10-2
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) ∆ V out (mV) l (J)
0.999 0.001 -31.7 31.7 - - 3.65×10-5 -3.65×10-5 - - 3.67 9.98×10-3
0.99925 0.00075 -33.8 33.8 - - 3.77×10-5 -3.77×10-5 - - 3.80 1.04×10-2
0.9995 0.0005 -36.1 36.1 - - 4.58×10-5 -4.60×10-5 - - 4.63 1.23×10-2
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) ∆ V out (mV) l (J)
0.999 0.001 -9.0 9.1 -44.6 44.2 2.96×10-5 -2.98×10-5 2.30×10-5 -2.30×10-5 5.31 1.10×10-2
0.99925 0.00075 -36.4 36.6 -43.6 43.6 4.44×10-5 -4.44×10-5 3.37×10-5 -3.37×10-5 7.88 1.55×10-2
0.9995 0.0005 -36.9 38.3 -43.6 43.5 4.68×10-5 -5.40×10-4 4.92×10-5 -4.90×10-5 10.03 2.25×10-2
(a) 1 strain gage
(b) 2 strain gages









正の方向に最適化するとものとして，最適化を行った．そのうち，重み係数が (wV = 0:9999; wl = 0:0001)






(a) wV = 0:9999; wl = 0:0001 (b) wV = 0:9999; wl = 0:0001
Figure 3.12: Optimal conguration for example 1 (Direction of strain is specied)
Table 3.3: Optimal results for example 1 (Direction of strain is specied)
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)
0.9999 0.0001 -43.9 -51.0 - - 2.00×10-4 1.20×10-4 - - 16.15 7.34×10-2
w V w l θ 1 (ο) θ 2 (ο) θ 3 (ο) θ 4 (ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)
0.9999 0.0001 -39.5 -47.7 -45.4 -45.7 1.35×10-4 9.48×10-5 1.97×10-4 1.97×10-4 31.39 6.36×10-2
(a) 2 strain gauges
(b) 4 strain gauges
3.4.2 多軸荷重変換器構造の最適化
図 3.13に設計領域を示す．図に示すように，ひずみゲージは図中の箇所 (i)及び箇所 (ii)に設置し，それぞ
れ 1番目，2番目のひずみゲージとする．そして，式 (3.16)において V1，V2 はそれぞれ箇所 (i)と箇所 (ii)
のひずみゲージによって別個に構成されるホイートストーンブリッジの出力電圧を表すものとする．また，
式 (3.51)で表されるひずみコンプライアンスマトリクス Cs は荷重に依存しないため，荷重検出の感度及び
精度のみを最適化の対象とするのであれば，荷重条件は不要であるが，本研究では剛性も含めた最適化を行
うため，図のように二通りの荷重を右端中央に作用させた．すなわち，式 (3.38)に基づき，ひずみコンプラ
イアンスマトリクスの 1次と 2次の特異値を最大化すると同時に，ケース 1とケース 2の荷重に対する平均
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コンプライアンスを最小化する．式 (3.38)の重み係数は (ws1 = 0:05; ws2 = 0:45; wl1 = 0:25; wl2 = 0:25)，
(ws1 = 0:04; ws2 = 0:36; wl1 = 0:30; wl2 = 0:30)の二通りとした．以後，これらの重みをそれぞれ重み設定
1，重み設定 2と表記する．また，箇所 (i)及び箇所 (ii)のひずみゲージの設置角度はそれぞれ，ケース 1と









Load case 2 Strain gauge





Figure 3.13: Design domain
図 3.14にそれぞれの重み設定で得られた最適構造を示す．また，表 3.4に，初期構造における 1次，2次の
特異値 1，2 及び条件数 1=2，最適構造におけるひずみゲージ設置角度 ，ひずみコンプライアンスマト
リクスの 1次，2次の特異値 1，2 及び条件数 1=2，それぞれ荷重ケース 1，2に対する平均コンプライア
ンス l1，l2，荷重ケース j に対する i番目のひずみゲージの抵抗変化 Rji，式 (3.11)で求めた，荷重ケース
j に対する i番目のひずみゲージが含まれるホイートストーンブリッジの出力電圧 V ji を示す．なお，ひずみ
ゲージ設置角度  は，図 3.3に示す全体座標系とひずみゲージ座標系間の角度である．また，本手法で荷重の
検出感度が最大化されることを確認するため，最適化過程における，式 (3.16)で表される出力信号ベクトル
S の L2 ノルムの，それぞれの荷重ケースに対する値の変化を図 3.15に示す．さらに，重み設定 1，2で得ら
れた最適構造におけるひずみコンプライアンスマトリクスの値をそれぞれ式 (3.72)，式 (3.73)に示す．
(a) Weighting coecients settings 1 (b) Weighting coecients settings 2
Figure 3.14: Optimal congurations for example 2
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Table 3.4: Initial values and optimal results
σ 1 σ 2 σ 1/σ 2
Initial values 5.18×10-13 3.83×10-12 7.41
θ 1 (ο) θ 2 (ο) σ 1 σ 2 σ 1/σ 2 l 1 (J) l 2 (J)
Setting 1 42.1 -45.9 1.99×10-11 1.91×10-11 1.04 0.07 0.11
Setting 2 42.9 -38.6 1.69×10-11 1.61×10-11 1.05 0.06 0.08
∆ R 11 (Ω) ∆ R 21 (Ω) ∆ R 12 (Ω) ∆ R 22 (Ω) V 11 (mV) V 12 (mV) V 21 (mV) V 22 (mV)
Setting 1 -7.24×10-5 -1.32×10-4 -1.32×10-4 7.85×10-5 -3.65 -6.66 -6.68 3.95
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(b) Weighting coecients settings 2
















3.4より，最適解においては，条件数 1=2 が理想値である 1に近い値が得られており，荷重検出の精度に関
して十分な性能を有していることがわかる．また，表 3.4及び図 3.15より，最適化の過程で，最小特異値及び
それぞれの荷重ケースに関する出力電圧が向上しており，本手法での最適化により荷重検出感度が向上するこ
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る CAD（Computer Aided Design），設計案の CADデータに対して剛性，振動，熱，流体等の解析を行う
CAE（Computer Aided Engineering)，CAD データを用いて部品構成の成立性，組み立て性の検討を行う







































は CAD Embedded CAEと呼ばれている．
4.1.3 Product Oriented Analysisと First Order Analysis









































ス構造の最適配置の十分条件の研究に始まる．Michellの初期の研究はその後 Hemp[50], Prager[86, 87, 88]







































































Figure 4.3: Conguration of frame element
■フレーム要素の定式化 フレーム要素は線形弾性体を想定し，図 4.3 に示すように，二つの節点によって
構成される．要素座標系を (x; y; z)，全体座標系を (X;Y; Z) とし各節点の座標 (xi; yi; zi); (i = 1; 2) 又は




主軸の方向，すなわち楕円の長軸の方向を示す角度，さらに，長軸の長さ dl と短軸の長さ ds の比とする．そ
して，実際の断面積 Aは，正規化された断面積により，
A = AAmax (0  A  1) (4.1)
として求める．ここで，Amax は最大時の断面積である．また，上述より，dl，ds と A の関係は，
ds = Adl (0 < min  A  max < 1) (4.2)
となるので，A を変更することにより断面の形状が変更される．なお，A の値が過度に小さい場合には，断
面形状は薄板状になり，楕円として評価することが不可能になり，また値が１の場合は主軸決定が不可能とな








Figure 4.4: Ellipsoidal cross-section of frame element




































































Figure 4.5: Conguration of frame element
図 4.5に示すように，四つの節点で構成されるパネル要素を考える．最初に，局所座標系 (x; y; z)における















8<: c11 + c12yc21 + c22x
c31
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d は，四つの節点の変位ベクトルで，これを用いれば微小ひずみ e は変位ベクトル u を用いて次のように表
される．
e = @u =





35u = @Nd = Bd (4.13)
他方，応力-ひずみ関係式は次のように得られる．




























= c (Msc MBd) = 0 (4.16)
式 (4.16)を式 (4.13)に代入して，


















変形問題について考える．構造物の各節点は並進方向に x; y; z の三自由度，回転方向に x; y; z の三自由度
を持つものとする．そして，弾性構造物の境界  d を完全固定し，構造物内の節点に荷重ベクトル fを作用さ









Figure 4.6: An elastic structure subjected to a force
l = f  u = fTu (4.19)
すなわち，この lを最小化することにより，剛性を最大化することができる．
■固有振動数最大化問題 図 4.6に示す構造物の自由振動問題について考える．この場合，荷重ベクトル fは
作用せず，また必要であれば，構造物の節点に非構造質量を設定してもよいとする．また，構造の減衰効果に
ついては，定式化の簡略化のため考慮しないものとする．そして，自由振動している構造物の j 番目の固有振













ここで，mは最適化する固有値の数，0; 0j はパラメータ，wj は重みである．すなわち，この を最大化す
ることにより，複数の固有値を同時に最大化し，固有値の入れ替わり現象を回避することができる．
4.2.3 最適化問題の定式化
















A;iAAmaxLiA  V UF ; Vp =
ntX
it=1
t;ittmaxAit  V UP (4.23)
又は






t;ittmaxAit  V U (4.24)






for iA = 1; : : : ; nA (4.26)
min  A;iA  max for iA = 1; : : : ; nA (4.27)
0  t;it  1 for it = 1; : : : ; nt (4.28)
K = fTu (4.29)
又は
[K  jM]uj = 0 for j = 1; : : : ;m (4.30)
ここで iA，A;iA，A;iA，LiA はそれぞれ iA 番目のフレーム要素の正規化された断面積，断面主軸の方向
を示す角度，長軸と短軸の長さの比，要素の長さである．it，Ait は it 番目のパネル要素の正規化された板
圧，面積．VF はフレーム要素の体積の総和，V UF はフレーム要素の体積制約の上限値，VP はパネル要素の体




















me if A;iA > thr
0 if A;iA  thr (4.31)
とすることにより，局所モードを回避する．ここで，thr は，A;iA に関して，十分小さい値に設定する閾値
で，本研究では thr = 0:01とした．
4.3.2 要素の回転角度及び断面の長軸と短軸の比の更新方法
フレーム要素の主軸方向を決定する設計変数 A;iA 及びフレーム要素の断面形状を決定する設計変数 A;iA
は，KKT条件に基づいた方法により更新する．以下剛性最大化問題と固有振動数最大化問題の場合について
詳細を述べる．
最初に，式 (4.21)～式 (4.30）の剛性最大化問題に関する，次式で表されるラグランジアン Lを考える．
L =   + &V
 


















ft;0;it ( t;it) + t;1;it (t;it   1)g
(4.32)
ここで，，&V，A;0;iA，A;1;iA，A; 2 ;iA，A;2 ;iA，A;min;iA，A;max;iA，t;0;it，t;1;it はラグランジェ


























= 0 for iA = 1; : : : ; nA (4.36)
A;iA; 2 for  0 iA = 1; : : : ; nA (4.37)

















あるユニットセルの角度変更について多くの研究がなされているが [28, 31, 61, 62, 82, 83, 104],この場合に
も同様な問題が報告されている [28]．Chengら [28]は，この不安定問題に関して，応力を用いて感度を導出












































ここで，iA 番目のフレーム要素の断面における曲げによって生じる応力分布 BendingiA は次式となる．
BendingiA =
( My;iAIyz;iA  Mz;iAIy;iA)y + (My;iAIz;iA +Mz;iAIyz;iA)z
Iy;iAIz;iA   I2yz;iA
(4.44)





(Iyp;iA + Izp;iA) +
1
2











(Iyp;iA   Izp;iA) cos(2A;iA) (4.47)
Iyp;iA，Izp;iA は iA 番目のフレーム要素の，図 (4.4)に (yp; zp)で示す主軸座標系に関する断面二次モーメ










はそれぞれ節点 1，2に作用する y 軸周りの曲げモーメント，LiA は要素
の長さ，xは節点 1と断面間の距離である．また，式 (4.48)は z 軸周りの曲げモーメントについても成り立



















































線形弾性体においては，さらに，ひずみエネルギー U と補ひずみエネルギー V は等しいので，式 (4.49)を式
(4.52)に代入して，








( 2C1;i sin 2A;i + 2C2;i cos 2A;i)  0 (4.54)







  A;iA; 2 + A;iA;2 = 0 for iA = 1; : : : ; nA (4.55)
A;iA;min ( A;iA + min) = 0 for iA = 1; : : : ; nA (4.56)
A;iA;max ( A;iA + max) = 0 for iA = 1; : : : ; nA (4.57)
A;iA;min  0 for iA = 1; : : : ; nA (4.58)
A;iA;max  0 for iA = 1; : : : ; nA (4.59)
以上の条件より，以下の三つの解が考えられる．
case1　min;iA > 0; max;iA = 0 のとき A;iA = min
case2　min;iA = 0; max;iA > 0 のとき A;iA = max




































































































A;iA +D1;iA = 0 (4.63)























































= uTj Kuj = Uj (4.68)
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線形弾性体では Uj = Vj のため，上式に式 (4.42)で表される補ひずみエネルギーを以下の手続きで代入する．










































は j 次の振動モードによってフレーム要素の各節点に生じる y











6(j   0j )EI2yp;iAI2zp;iA
(C1;j;iA sin 2A;iA   C2;j;iA cos 2A;iA) > 0 (4.74)
楕円の長軸と短軸の長さの比も，剛性最大化問題の場合と同様に以下の三つの場合について得られる．
case1　min;iA > 0; max;iA = 0 のとき A;iA = min
case2　min;iA = 0; max;iA > 0 のとき A;iA = max





























































































■パネル要素の定式化の相違と最適解の関係 最初に，２次元のモデルを用いて，式 (4.10)と式 (4.11)によ
り定式化される異なるパネル要素と，最適解の関係を検討する．図 4.7 に設計領域を示す．設計領域を x 方
向，y 方向にそれぞれ四分割し，分割された各領域にはパネル要素を配置する．また，配置された各パネル要
素の周上にはフレーム要素を配置する．さらに，固定設計領域 D の左側を完全固定し，右側の境界中心の節
点に  y 方向に荷重 10:0N を作用させた場合の最適解を得る．








Figure 4.7: Design domain for example 1
なお，ここではパネル要素のみを設計要素とし，フレーム要素は非設計要素とした．フレーム要素の断面形
状は真円とし，またその影響を十分小さくするため，すべてのフレーム要素の断面積を 1:26 10 11m2 とし
た．また，最大時のパネルの厚さは 3:0 10 3m，体積制約は全設計領域の 30%と設定した．




















1:13  10 4m2，パネルの最大厚さは 3:0  10 3m，体積制約はいずれの場合においても全設計領域の 30%
として，最適化した．
















(b) Total volume constraint by Eq(4.24) used




は，フレーム要素の正規化された断面積 A;iA は一定値 1:0とし，断面主軸の方向を示す角度 A;iA のみの平
均コンプライアンスに対する影響を検討した．また，楕円断面の長軸の長さと短軸の長さの比 A;iA はパラ
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構成するように設定する．各平面における設計領域は X 方向，Y 方向にそれぞれ二分割し，分割された各領
域にはパネル要素を配置する．また，配置された各パネル要素の周上にはフレーム要素を配置する．さらに，
固定設計領域Dの左側を完全固定し，右側の境界面の中心にX 軸周りにモーメント 10:0N mを作用させた
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場合の最適解を得る．なお，パネル要素は通常パネル，せん断パネルをそれぞれ用い，フレームの最大時の
断面積は 2:83 10 5m2，パネルの最大時の厚さは 3:0 10 3mとし，体積制約には式 (4.23)を用い，V UF ，















Figure 4.12: Design domain for example 4 A;iA
最初に，上記モデルからパネル要素を除き，フレーム要素のみを設計要素として用いた場合の最適構造を
図 (4.13) に示す．３通りの A;iA についてほぼ同じ最適構造が得られたため，ここでは A;iA が 0.50 の場
合の解のみ示す．図 (4.13)(a) にフレーム要素の断面積の相違を表し，図 (4.13)(b) に慣性主軸方向を示す．
なお図８ (a)には A;iA が 0:1以上の値を持つ要素のみ表示した．さらに，表 (4.1)には正規化された断面積






















































Figure 4.13: Optimal frame congurations of example 4 (A;iA = 0:50)
Table 4.1: Normalized areas and rotational angle of optimal frame conguration of example 4
     
 	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Table 4.2: Comparison of optimal mean compliances
α
     	
      
    fiff 
  fl fl fiff 
 ffi ffi   fiff 
図 4.13(a) より，右側の境界面において荷重点と固定点から階段状にフレームが配置されているのがわか
る．また図 4.13(b)と表 (4.1)より，フレーム要素 1の主軸方向を示す角度の値は要素座標系に関して約  45
°であることがわかる．これは右側境界面におけるねじりを，同要素は  45°方向の曲げとして支持してい
るためであると考えられる．そして，フレーム要素 2，3については，同要素の回転角はそれぞれ約  80°で
あることから，この要素においては全体座標系の Y Z 面内における曲げが支配的であることがわかる．




を図 4.14に示す．A;iA が 0:75と 0:50の場合でほぼ同じ最適構造が得られたため，ここでは A;iA が 0.50
の場合の解のみ示す．前問と同様に，図 4.14(a)にフレーム要素の断面積の相違を表し，図 4.14(b)に慣性主








フレーム要素が有効であるためと考えられる．また，図 4.14(b)と表 4.2から，フレーム要素 2，3の主軸方
向を示す角度の値は，要素座標系に関してがそれぞれ約 4°で，フレーム要素だけを用いた図 4.13の場合の同
位置の要素における最適値，約-80°と大きく異なるのがわかる．これは，図 4.13の場合には，これらの要素



















































(c) Optimal normalized thickness of panel elements
Figure 4.14: Optimal frame congurations of example 4 (A;iA = 0:50)
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Table 4.3: Normalized areas and rotational angle of optimal frame conguration of example 4
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次に A;iA が 0:25の場合の解を示す．図 4.15(a)にフレーム要素の断面積の相違を表し，図 4.15(b)に慣
性主軸方向を示す．図 4.15(b)に，パネル要素の正規化された板厚の分布をグレースケールで示す．また，表






































(c) Optimal normalized thickness of panel elements
Figure 4.15: Optimal frame congurations of example 4 (A;iA = 0:25)
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Table 4.4: Normalized areas and rotational angle of optimal frame conguration of example 4
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表 4.5に３通りの A;iA で得られた最適解の平均コンプライアンスを示す．ここでも，A;iA の値が小さい
ほど高い剛性を持つ最適解が得られていることがわかる．
Table 4.5: Comparison of optimal mean compliances
α
     	
      
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  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■断面の長軸と短軸の比も設計変数とした場合の最適化 次に，正規化された断面積 A;iA，要素の断面主
軸の方向を示す角度 A;iA，断面の長軸と短軸の長さの比 A;iA を設計変数とした場合の最適構造を求める．
図 g15 に設計領域を示す．図に示したように，設計領域は XY Z 方向にそれぞれ２分割し，すべての節点
をフレーム要素で結合する．そして，直方体形状の設計領域の左端上部を固定し，右端下部中央に垂直荷重








Fixed design domain D
Fixed boundary
10N
Figure 4.16: Design domain for example 4 A;iA
図 g16(a)に最適構造を示す．また，図 g16(a)には，特記すべき要素の主軸方向を示すために，その要素
の番号と座標系を示す．図 g16(b)には，図 g16(a)に示した視点からの，それらの要素の最適主軸方向を
示し，表 4.6 には最適時における各要素の断面主軸の方向を示す角度 A;iA と断面の長軸と短軸の長さの比
A;iA を示した．
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view 1 view 2
12

















(b) Optimal principal direction
Figure 4.17: Optimal frame congurations of example 5
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1 0.0 0.25 7 0.0 0.25
2 0.0 0.25 8 0.0 0.25
3 0.0 0.25 9 0.0 0.25
4 0.0 0.25 10 0.0 0.25
5 0.0 0.25 11 88.5 0.25




















れた断面積 A;iA，要素の断面主軸の方向を示す角度 A;iA とし，断面の長軸と短軸の比 A;iA は定数 0:5と







































(b) Element number and element coordi-
nate system
Figure 4.18: Design domain for example 1
図 4.19(a)に最適構造を，図 4.19(b)に一次 (最低次)の固有モードを 10倍にして示した．さらに，表 4.7











Figure 4.19: Optimal conguration and eigen mode of example 1





1 0.12 0.0 5 0.07 -45.0
2 0.12 0.0 6 0.07 45.0
3 0.12 0.0 7 0.07 45.0















Figure 4.20: Optimal principal direction of example 1
図 4.19(b)より，最低次の固有モードは非構造質量を中心とする X 軸周りの回転振動であり，表 4.7及び
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図 4.20より要素 5～8の回転角はそれぞれ  45°，45°であることがわかる．即ち，得られた最適解は各要
素が，断面が最も高い剛性を持つ方向に曲げ振動する構造であることがわかる．
■断面の長軸と短軸の長さの比と最適解の関係 次に，全てのフレーム要素の断面の長軸と短軸の長さの比
A;iA を設計パラメータとし，幾つかの A;iA の設定に対して最適構造を求め，A;iA が最適解に与える影響
について検討する．図 4:21 に設計領域を示す．図に示したように，直方体形状の設計領域について，XY Z
方向にそれぞれ二分割し，すべての節点をフレーム要素で結合する．そして，設計領域の左端上部を固定し，
右端下部中央に 1kg の非構造質量を配置した場合の最適構造を求める．なお，非構造質量は質点とし，XY Z












Figure 4.21: Design domain for example 2
図 4.22に最適構造を，図 4.23に，A;iA が 0:50の場合の一次 (最低次)から三次までの固有モードを示す．
なお，いずれの場合についても，ほぼ同一の固有モードが得られたため，ここでは A;iA が 0:50の場合の結
果のみを示した．さらに，図 4.24には，A;iA の違いにより角度の相違が見られる要素の主軸方向を示すた
めに，その要素の番号と座標系を示し，表 4.8にはその角度を示す．図 8には A;iA が 0:50の場合について，
図 4.24(a)で示した視点からの各要素の最適主軸方向を示す．
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Figure 4.22: Optimal conguration and eigen mode of example 2
Table 4.8: Eigen-frequencies of optimal congurations of example 2 (Hz)
Case 1st freq. 2nd freq. 3rd freq.
   (a) α A,i =0.25 10.87 17.69 42.44
   (b) α A,i =0.50 9.21 17.00 39.51




















ると考えられる．他方，図 4.23より，一次，二次，三次の固有モードはそれぞれ質点の Y 方向，Z 方向，X
方向の並進運動であることがわかる．すなわち，一次の固有モードにおいては Z 軸まわりの曲げモードが，二
次の固有モードにおいては Y 軸まわりのでの曲げモードが，三次の固有モードにおいては X 方向の並進モー
ドが支配的である．図 4.25に示す最適主軸方向は，式 (4.20)において，一次の固有振動数の項が大きく反映










































Figure 4.25: Optimal principal direction of each frame element in example 2 (A;iA = 0:5)
Table 4.9: Optimal rotational angles of example 2












質量 1kgの円盤状の非構造質量を，円盤面が Y Z 平面に一致するように配置し，最適化を図った．なお，最大










Figure 4.26: Design domain for example 3
図 4.27に最適構造と，一次 (最低次)から三次までの固有モードを示す．また，図 4.28には，特記すべき
要素の主軸方向を示すために，その要素の番号と座標系を示す．図 4.29にはその要素の最適主軸方向を示し，



















































































Figure 4.29: Optimal princpal direction of each frame element in example 3
図 4.27より，一次，二次の固有モードはそれぞれ質点の Y，Z 方向の並進運動，三次の固有モードはX 軸
周りの円盤の回転運動に相応することわかる．図 4.29より，最適な主軸方向は，側面においては多くの要素















1 1.2 0.25 6 0.8 0.25
2 -1.3 0.25 7 0.9 0.25
3 0.2 0.25 8 0.0 0.25
4 88.4 0.25 9 -90.0 0.25


















る荷重 40N に対する剛性の最大化を目的として，最適解を得る．なお，A;iA の値は 0:25，最大時の断面積
Amax は 2:83 10 5m2，最大時の板厚 tmax は 3:0 10 3m,フレーム要素の体積制約の上限値 V UF はフレー
















Outer panel element 
(Non-design domain)
(b) Non-design domain
(c) Loading and boudary condition
Figure 4.30: Initial optimization settings for frame and panel reinforcement in T-shaped automotive
body part
図 4.31 に最適構造を示す．図 4.31(a) は特筆すべき要素の要素番号と要素座標系を示し，図 4.31(b) は図
4.31(a)で示した視点から見た要素の最適主軸方向を示す．図 4.31(c)は正規化されたパネルの板厚 t;it の分
布を示す．表 4.11には図 4.31(a)に示した要素の正規化された断面積 A;iA，要素の断面主軸の方向を示す角





Table 4.11: Normalized areas and rotational angle of optimal frame conguration of T-shaped body parts
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(c) Optimal normlized thickness of panel elements















































弾性波を対象としたバンドギャップ構造に関する理論的評価 [57, 80, 97]，あるいは実験的評価 [51, 68, 71]
について多くの研究が成されている．さらに，バンドギャップ構造の最適設計に関しても，いくつかの研究が



































度 PML とヤング率 EPML は減衰項を複素形式で表現すれば，次式となる．
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すなわち，式 (5.3)を満たせば周波数とは無関係に反射係数が 0となり，弾性波は反射せず PML領域へ吸収
される．さらに，三次元のインピーダンスマッチングは，PML領域内の波をそれぞれ X，Y，Z方向に分解
し，境界に垂直な成分に同じ条件を適用すればよい．
今，各離散構造要素における荷重ベクトルを fe = Feej!t，変位ベクトルを ue = Ueej!t とすると，PML
領域外の要素における振動方程式は次式となる．
(Ke + j!Ce;str   !2Me)Ue = Fe (5.4)




Ce;str = 1Ke + 2Me (5.5)
1，2 は比例係数である．他方，PML領域内の要素における振動方程式は，式 (5.1)～(5.3)の関係より，次
式で表される．  
K 0e + j!(Ce;str +Ce;abs)  !2Me






K 00e   !M 00e (5.7)
とする．ここで，K 00e およびM 00e はそれぞれ，PML領域内における剛性マトリクスの虚部と質量マトリクス
の虚部を成分とするマトリクスである．ゆえに，領域全体における荷重ベクトルを f = F ej!t，変位ベクトル
を u = Ueej!t とすると，式 (5.4)と式 (5.6)により領域全体の振動方程式は次式となる．
(K + j!C   !2M)U = F (5.8)
ここで，F と U はそれぞれ荷重ベクトル，振幅ベクトル，K，C，M は領域全体の剛性マトリクス，減衰マ
トリクス，および質量マトリクスである．
次に，バンドギャップ構造を得るための目標関数を定式化する．今，図 4.1に示すように，固定設計領域D
の境界  in に特定の角周波数 ! の弾性波を入射させた場合について，境界  out における振動または出力波の
振幅を最小化する場合を考える．この出力波の振幅を最小化する目標関数として，振幅ベクトル U を用いた
次式が提案されている [98]．
f = jU jT L out jU j = UTL outU (5.9)
ここで，L out は減衰させる境界上に存在する節点の特定の自由度に対応する対角成分のみが 1で他の成分が






f = jU jT LD jU j = UTLDU (5.10)





は真円とし，設計変数は正規化された断面積 A とする．このとき，実際の断面積 Aは，正規化された断面積
により，












また，パネル要素の要素質量マトリクスは，簡単のため集中質量マトリクス (Lumped mass matrix)として
求める．
5.2.2 最適化問題の定式化
今，nA 個のフレーム要素と nt 個のパネル要素で構成される固定設計領域 D の境界  in に，nw 個の弾性
波に対して，バンドギャップ効果をもつ構造の創成を考える．すなわち，nw 個の角周波数 !k(k = 1; :::; nw)
の弾性波を入射させた場合について，境界界  out における出力波の振幅を最小化することにより，角周波数




fk = UTLDU (5.13)
制約条件
0  LA  A;i  UA  1 for i = 1; :::; nA (5.14)
0  Lt  t;i  Ut  1 for i = 1; :::; nt (5.15)
(K + j!kC   !2kM)Uk = F for k = 1; :::; nw (5.16)
ここで，Uk(k = 1; :::; nw)は角周波数 !k の弾性波に対応する設計領域全体の振幅ベクトル，LA，UA，Lt ，










wk UTk LDUk (5.17)













本研究では，設計変数の更新に逐次凸関数近似法を用いるため，目標関数 f の設計変数 に関する感度を導




























































は鋼を想定し，ヤング率を 206GPa，ポアソン比を 0.3，質量密度を 7784kg/m3 とした．また，フレーム要素
の最大直径は 1.0102m，すなわち，最大断面積は 7.8510 5m2とし，パネル要素の最大厚さは 1:010 3m
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Figure 5.2: 1D design domain
図 5.3に最適構造，図 5.4にこれらの構造の境界  in の X方向に振幅 1N，周波数 0.0～100.0kHzの縦波の
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Figure 5.4: Frequency response in the optimal structures
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Figure 5.6: 2D design domain
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下の境界に周期境界条件を設定し，境界  in に，図の矢印方向に振幅 1N，周波数 6.7kHzの縦波の弾性波を
入射させた場合について，境界  out における応答の振幅を最小化した．
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Figure 5.9: 2D design domain
　図 5.10に最適構造，図 5.11に最適構造の境界  in の X方向に振幅 1N，周波数 0.0～12.0kHzの縦波の
























I n i t i a l
O p t i m a l
Figure 5.11: Frequency response in the optimal structure
5.4.2 複数の周波数帯においてバンドギャップ効果を持つ構造の最適化
次に，複数の周波数帯においてバンドギャップ効果を持つ構造の最適化を行う．最初に，図 3に示す，フレー
ム要素のみで構成される，全長 Lが 0.15mの一次元の構造について検討する．周波数が 30.0kHz，47.0kHz，
62.0kHz の弾性波を遮断する構造の創成を目的とし，それらの周波数を持つ，三種類の振幅 1N の弾性波を
境界  in に矢印方向に入射させた場合について，設計領域全体における応答の振幅を最小化した．また，式
(5.17)の目標関数において，各周波数の重み係数 wはそれぞれ 0.5，1.0，0.5とした．
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それぞれ 1.0とした．　図 5.14に最適構造，図 5.15に最適構造の境界  in の X方向に振幅 1N，周波数 0.0
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